ALDIFUDIAD IL/UU DULUYULD

SECAO 4.1

Si={acA:(ad)eS}=0e S5 CA

Assim_ pela hipitese. existe @; € S; tal que a; < a. para todo a € Si.

Szz{b—EB:uz;.b'—ES}:l‘GSQ;B-

S, tal que b; < b. para todo b € So.

M

Portanto. por hipétese. existe b,

Avora. mostre ane (a._b. ) & o menor elementa de S
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Vamos prova apenas o item (a). Dado f € A x A, obtemos

L)) = (foe)y) = f(e()) € A

Portanto,

ou seja,
<Jf1. .T'Q) =4 (.l'-‘). Ty .7’1).

Ja vimos, no Exemplo 4.8, que a famflia F = {4, : b € B}, com
Ay ={acA: fla) =0} = f7'(b) £ 0.

¢ uma particao de /1. Assim, existe um conjunto cscolha (' para A.
Entao é fdcil verificar que a fungao

g=fle:C— B

¢ bijetora.

9 . . . Y 2 . ~ s
. Como g: A —Tm(g) € C éuma funcio sobrejetora temos que

Xe=g Y e)={acA:g(a) = c}
¢ um subconjunto nao vazio de A, para todo ¢ € Im(g). Em particular,
para todo ¢ € Im(f). Seja
r:PA)— A

uma fungdo escolha para A. isto é. »(X) € X. para todo X € P(A)*.

Entao a fun¢ao h : B — A definida como
h(b) = 1'(_\'.”;),) € Xrpy. VbeDB,
tem as propriedades desejadas. pois dado b € B. obtemos
(goh)(b) = g(h(b)) = f(b).

Portanto. existe uma fimeao h: B — A tal emo noh — f
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CAPITULO £ AXNOMA DA ESCOLHA E APLICACOES

Entdo F # 0. pois {a} € F. para todo & = 4. Dados C,C; € F,
definimos
Ci<CyeC CC.

Logo. F é um poset. Sejam C uma cadeia qualquer de F e
M:UC

Entdo prove que M € F e use o Lema de Zorn.

Confira o Execicio anterior.
(a) Sejam Xi...... X, € F. Emao_ pela Lei de De Morgan,

A (m x) - (ﬁx.) -Ux=Uu-x)

= =1

é finito. pois cada A — X; é finito. Loso.

ﬁ&eﬁ
=1

(b)Se X eFeADY DX, emtap A—Y - 4 - X, Assim, A—-Y &
finito, pois A — X é finito. Portante, ¥ < =

(¢) Como A — 0 = A temos que @ € F. Portanto. F é um filtro préprio
sobre o conjunto A. Finalmente. a famnifa

A={F:F éum filtro priprio sobre A}
é nao vazia. Dados F\. F, € A, definimos
FA<RheFCr

Logo, A é um poset. Sejam C uma cadeia qualquer de A ¢
M=JF
Fec

Entéo prove que M € A e use o Lema de Zorn.
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B8 Vamos provar sirmiltaneamente os itens (a) e (5). Seja

Estso T < (. pois a € F. Dados ~.d € F, definimos

Lozo. F é um poset. Sejam C qualquer cadeia de F e

L:L_.Jf’

Lomy, ... ¢ 7, oscalares de A tais que

iy + -+ au, =0.

Como . £ L temos que existe », € C tal que u; € ~;. pelo Exemplo 4.25.
.. n. Assim,

i f—aj.a-ISJSm:ﬂgrj5-_.;)a'atodoz-l..

E ciaro gue £ & mma cota ssperior de C. Logo. pelo Lema de Zorn. F
contém mm clemento maxamal  dizamos 4. Portanto. pelo Lema 4.28, §

€ uma base de V.

SECAO 4.3

1. Basta provar que a fungao f - Nx [ — R_ definida como f(n.r)

£ = {- : - &um conjunto de vetores LIde 1" € « ¢

n+r — 1 tem as propriedades desejadas. Note que qualquer elemento de

I x N possui um sucessor imediato. enquanto R_ nao.
2. Scjam .4 um poset nao vazio qualquer e

F—IR 4-R 4 hem ardenadnl
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Vamos provar que L € F. De fato. sejam u;. .. .. u,, vetores distintos de
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CAPITULO £ AXIOMA DA ESCOLHA E APLICACOES
Logo. F é um poset. Seja C = {H. - i € I} uma cadcia qualquer de F.
Entao
M= U H.

¢ um subgrupo de G. De fato, & daro que M/ = . pois ¢ € H,, para todo
i €. Dados a.b € M, cxistemi.j € Itaisquea = H eb e H;. Como C
é uma cadeia temos que H; C H; ou H. Z 4. digamos H, C 11;. Logo.
a.b€ Hjcab™! € H;, pois H; ¢ um subgrupo de G. Portanto. ab~! € M
e M é um subgrupo de G. E claro gque \/ é uma cota superior de C.
Vamos provar que M C F. De fato, dados 0.5 = V[ existem i,j € T
tais que a € If; e b € H;. Como C & wma cadeia temos que H; C H,
ou H; C H;. digamos H; C H;. Logo. .5 = H e ah = ba. pois H, é
um subgrupo abeliano de ¢. Finalmente. pelo Lema de Zorn, )M é um
elemento maximal de F. Portanto, M & mm subzrupo maximal abeliano
de A.

Seja F a familia de todos os ideais J em 4. onde I Z J ¢ J # A. Entéo
F # 0. pois I € F. Dados J, K € F. definimoes

J<KeJCIK

Logo. F € um poset. Seja C = {J -1 € A} uma cadeia qualquer de F.

Entéo
M= U 4
=4

€ um ideal em A. De fato, é clarogme M = 0. pois () Ji, para todo
i € A. Dados a.b € M, existemi,jE€Ataisquea = J o b € Jj. Como
C ¢ uma cadeia temos que J; C Jsom J; C J. digamos J; C J;. Logo,
a.be Jyea—b.ab € J;, pois J; é umideal em 4 Portanto. a—b,ab e M
e M éum ideal em A. E claro que M & uma cota superior de C. Vamos
provar que M € F. De fato, se M = A. emao 1 < /. Logo, existc
i € Atal que 1 € J;. Assim, J; = A. o que é impossivel. Finalmente,
pelo Lema de Zorn. M é um elemento maximal de 7. Portanto, M ¢ um
ideal maximal em A contendo 1.
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ws poreriDIN0 DA BOA ORDENACAO ¢
6 Seja A wm conjunto nao vazio indutivamente ordenado. Entao existe

- P(4)* — 4 para A. Agora. vamos construir.

uma funcao escolha r
— A como f(0) =agp e

indutivamente., uma sequéncia crescente J

f(n)=r({ao.---.8n1}

a cota superior do conjunto

Assim. f estd bem definida e é crescente. Entao obtemos a cadeia

{an}vz—::_
a qual possui uma cota superior. Portanto. 4 possui um elemento ma-
superior.

ximal. pois qualquer cadeia possui uma cota

7. Note que G # 0, pois {eg} € G. Dados H. K € G. definimos

H<K&HCK.

Logo, G é um posct. Seja C = {H; : i € I} uma cadeia qualquer de G.

M= U H,
i€l

¢ um subgrupo de GG. De fato. ¢é claro que M # . pois ¢
i € I. Dados a,b € M, existem . j € I tais que a € H, e b € I7;. Como
C é uma cadcia temos que H; C H;, ou H;, C H,. digamos I1; C H;.
Logo. a.b € Hj e ab™' € H;, pois H; é um subgrupo de G. Portanto,
ab=! € M e M ¢ um subgrupo de G. E claro que )/ ¢ uma cota superior
de C. Vamos provar que M € G. De fato. como H, Z S. para todo i € /,
temos que M C S. Finalmente, pelo Lema de Zorn. 1/ é um elemento

Entao

€ H;. para todo

maximal de G. Portanto, M é um subgrupo maximal de G.

Sejam (7 wm grupo qualquer e F a familia de todos os subgrupos abclianos
de 7. Entao F # (), pois {e¢} € F. Dados H. K € F. definimos

H< K e HCAH
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. Seja A um conjunto nao vazio indutivamente ordenado. Entéo existe

uma fungao escolha r : P(A)" — A para A. Agora. vamos construir,

indutivamente, uma sequéncia crescente f : Z. — A como f(0) =ag e
f(n)=r{ao..... An_1})
a cota superior do conjunto
{ag.. ... Un_1}.
Assim, f estd bem definida e é crescente. Entao obtemos a cadcia
{v(ln}u’i:-

a qual possui uma cota superior. Portanto, A possui um elemento ma-

ximal, pois qualquer cadeia possui uma cota superior.

. Note que G # 0. pois {e5} € G. Dados H. K € G, definimos

H<K&< HCK.

Logo, G ¢ um poset. Seja C = {H; : i € I} uma cadeia qualquer de G.

Entao

é um subgrupo de G. De fato. é claro que M # (). pois e € H;, para todo
i € I. Dados a,b € M, existem i, j € I tais que a € H; ¢ b € H;. Como
C ¢ uma cadeia temos que H; € H; ou H; € H;, digamos H; C Hj.
Logo, a,b € Hj e ab™" € H;, pois H; é um subgrupo de G. Portanto,
ab™t € M e M éum subgrupo de . E claro que M é uma cota superior
de C. Vamos provar que A € G. De fato, como H; C S, para todo i € I,
temos que M C 5. Finalmente, pelo Lema de Zorn, M é um clemento

maximal de G. Portanto, M ¢ um subgrupo maximal de G.

Sejam G um grupo qualquer e F a familia de todos os subgrupos abclianos

de (0. Entéo F # 0. pois [¢} € F. Dados H, K € F. definimos

Ir -~ r° ,. rr — r-
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CAPITULO 4. AXIOMA DA ESCOLHA E APLICA COES

2. Scja

Se={recA:a<z}

Entdo S, com a ordem induzida por A é um conjunto indutivamente
ordenado. Assim, pelo Lema de Zorm, Sa possui pelo menos um elemento
maximal, digamos b € S,. Agora, vamos provar que b é o elemento
maximal de A. De fato, seja m € A tal que b < m. Entdo a < m, pois
a < b. Logo, m € S,. Portanto. m < b, isto é, m = b. Neste caso, A
possul pelo menos um elemento maximal b tal que b > q.

Seja
F={CCA:C éumacadeiade A ¢ BC C}.

Entao F # 0, pois B € F. Agora. confira o Exercicio 1.

. Considere a familia

F ={(B.C): BC A e C uma cobertura contdvel disjunta de B}.

Entao. pelo Exemplo 4.13, F # 0, pois (E,{E}) € F, com E um sub-
conjunto contdvel de A. Agora, confira os Exercicios antcriores.

(a) Sejamn C uma cadeia qualquer de A e
M=|]c.
cec

Entao vamos provar que M € A e que M é uma cota superior de C. De
fato. seja B um subconjunto finito qualquer de M. Entio existe C' € C
tal que M C ', pois existem C1,....C, € C tais que

CCCU---UC,.

Logo, pelo Exemplo 4.25, existe Cj, com 1 < j < n, tal que C; < C},
para todo ¢ = 1,...n. Portanto, C" C ('}, ou scja, M € A e claramente

M é uma cota superior de C.

(b) Consequéncia direta do Lema de Zorn.
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disjuntos aos pares e pondo

A=A B=|JXeG={(X.2): XA 7€ X}C X xX.
XcA

Entao existe

S

f:A— B,

com Dom(f) = Dom(G) = A. tal que f(X) =2 € X, para todo X €
A e f C @. Portanto. o conjunto C' = f(A) possui as propriedades
desejadas, pois dado X € A = Dom(f). obtemos (X, x) € G. Logo, sc
f(X) =12 € C, entao f(X) € CNX. Poroutrolado, se y € CNX, entao
existe Y € A tal que y = f(Y). ou seja, (Yy) € G ey €Y. Assim,
y € XNY,demodo que X =Y. Portanto,

y=[(Y)=f(X) e CNX ={f(X)}

SECAO 4.2

1. Sejam A um poset nao vazio qualquer e

&
:
Li
:
i
£
g
i
L
i
T
{
!‘
H
|
§
£

F={CCA:C éuma cadeia de A}.

Entao F # 0. pois {z} € F, para todo z € A. Dados C1.Cy € F,
definimos
C1<Cy & CL C Oy

Logo. F é um poset. Sejam C uma cadeia qualquer de F ¢

M= U(

cec

e A 4 S S

Entio vamos provar que M € F e M = sup(C). De fato, dados x,y € M,
| )
existem Cp,Cy € C tais que ¢ € Cr ey € (. Como C é uma cadeia
temos que O € Cy ou Cy C (', digamos ¢, € Cy. Logo, x.y € Cye
{ 1 = L2 2 1 &
r < youny < x pois Cp ¢ uma cadeia. Portanto, A é wma cadeia. E
facil verificar que M = sup(C). Assim, pelo Lema de Zorn, F contém
pelo menos 1um elemento maximal, ¢’ € F. Portanto, C' ¢ uma cadcia

L A

s
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5.

CAPITULO 4. AXIOMA DA ESCOLHA E APLICACOES
Sejam F = {A,;};c; uma familia de conjuntos nio vazios disjuntos aos
pares ¢
B=|[]JA.
icl

Entao a fungdo h : B — F definida como h(b) = A;., onde b € A;, ¢
claramente sobrejctora. Entio. pelo Exemplo 4.15, existe uma funcao
g:+F — Btalque hog = Ir. Note que r : I — F definida como
r(i) = A; é uma funcio (sobrejetora) e f = gor: 7 — B 6 uma funcao.
Portanto,

icl icl
Seja

r:P(B)*— B

uma funcio escolha para B. isto é. r(Y) €Y, para todo Y ¢ P(DB)*.
Entdo a fungdo f: A — B definida como

fx)=r(F(z)) € F(z). V z € A,

tem as propriedades desejadas. Reciprocamente, como Im(f) C Im(F)
temos, pelo Exercicio 3, que existc uma funcio » : P(B)* — B tal que
For = f. Portanto, r é uma funcéo escolha para B, pois r(X) € X,
para todo X € P(B)*.

. Note que para cada r € A. existe y € B tal que (2.y) € (. Para um

r € A fixado. consideremos
Ay ={z} x{y € B: (x,y) € G}.

Entdo A = {A,},ea € uma familia de conjuntos nao vazios disjuntos aos

pares. Assim, existe um conjunto C' tal que
CnA, ={(z.y)}

A funcdo f : A — B definida como y = f(x), onde (z,y) € CNA, € toal
1 {17¢ v ] T N A S
aue f C G. Reciprocamente, seja A uma familia de conjuntos nao vazio
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Vamos prova apenas o item (a). Dado f € A x A, obtemos

L)) = (foe)y) = f(e()) € A

Portanto,

ou seja,
<Jf1. .T'Q) =4 (.l'-‘). Ty .7’1).

Ja vimos, no Exemplo 4.8, que a famflia F = {4, : b € B}, com
Ay ={acA: fla) =0} = f7'(b) £ 0.

¢ uma particao de /1. Assim, existe um conjunto cscolha (' para A.
Entao é fdcil verificar que a fungao

g=fle:C— B

¢ bijetora.

9 . . . Y 2 . ~ s
. Como g: A —Tm(g) € C éuma funcio sobrejetora temos que

Xe=g Y e)={acA:g(a) = c}
¢ um subconjunto nao vazio de A, para todo ¢ € Im(g). Em particular,
para todo ¢ € Im(f). Seja
r:PA)— A

uma fungdo escolha para A. isto é. »(X) € X. para todo X € P(A)*.

Entao a fun¢ao h : B — A definida como
h(b) = 1'(_\'.”;),) € Xrpy. VbeDB,
tem as propriedades desejadas. pois dado b € B. obtemos
(goh)(b) = g(h(b)) = f(b).

Portanto. existe uma fimeao h: B — A tal emo noh — f




